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Resumen.

Se explica en forma detallada el procedimiento considerado
necesario para el modelamiento matemadtico del fenomeno
del golpe de ariete, mediante el uso de los programas de
modelamiento Maplev13y MathLab v10.1. Se describe paso
a paso el desarrollo del modelo matemdtico considerando
cuatro etapas; la primera, formulacion del problema,
expone el objeto del modelado, la hipdtesis del problema, la
caracterizacion del sistema y la simplificacion e idealizacion
del sistema. La segunda etapa, representacion matemadtica,
define e identifica las teorias fundamentales aplicadas
al estudio del fenémeno, la derivacion de relaciones y su
normalizacion, la etapa tres; andlisis matemdtico, explica
en forma adecuada el andlisis mediante series de Taylor y
la generacion de sistema de ecuaciones. Por ultimo, en la
etapa cuatro; interpretacion y evaluacion de resultados se
presenta el procedimiento de calibracion y validacion del
modelo.

Palabras clave: Golpe de Ariete, Matemdtica
Avanzada, Modelamiento.
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Abstract.

It is explained in detailed form the necessary
considered procedure for the mathematical
modeling of the phenomenon of the battering
ram blow, by means of the use of the modeling
programs Maple v13 and MathLab v10.1. Step
to step the development of the mathematical
pattern considering four stages is described; the
first one, formulation of the problem, exposes
the object of the modeling, the hypothesis of the
problem, the characterization of the system and the
simplification and idealization of the system. The
second stage, mathematical representation, defines
and it identifies the fundamental theories applied
to the study of the phenomenon, the derivation of
relationships and its normalization, the stage three;
mathematical analysis, explains in appropriate
form the analysis by means of Taylor Series and
the generation of system of equations. For last, in
the stage four; interpretation and evaluation of
results is presented the calibration procedure and
validation of the pattern.

Key wor ds: Blow of Battering ram, Advanced
Mathematics, Modeling
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= . INTRODUCCION

0s comportamientos transitorios en tuberias a presién han sido fundamentados
en las teorias de Newton, entre otros, quienes han trascendido en la historia de la
hidraulica (Velasquez & Toro, 2006). A demas de la presion interna en la tuberia,
existen otras solicitaciones importantes tales como las cargas externas debido al
relleno, las cargas externas debidas al transito, la accién corrosiva y el golpe de
ariete. Este ultimo fendmeno se da cuando en una tuberia por la cual circula algun
fluido se interrumpe, se produce un cambio brusco en su movimiento, como tal la
presion del fluido puede incrementarse y romper las paredes de la conduccion.
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El nombre ‘golpe de ariete’ proviene del
sonido que generalmente acompafia al
fendmeno, similar al ruido del martillo
golpeando una tuberia. Sin embargo, la
magnitud del ruido no es equivalente a la
magnitud de la onda de choque, ya que el
sonido puede ser amortiguado mientras
la onda de presién dafia las instalaciones
(Pérez-Farras, E. & A. Guitelman, 2005).
El golpe de ariete aparece en las redes
de tuberias cuando el estado de flujo
permanente es perturbado mediante la
modificacién de la velocidad del flujo. En
este sistema el cambio en la velocidad del
flujo puede ser causado por la apertura
o cierre de valvulas, falla de mecanismos
hidraulicos, partida / parada de bombas,
etc. (Carbonell, et al., 2006).

El efecto mas severo del golpe de ariete
se produce generalmente cuando las
bombas detienen su funcionamiento,
dando lugar a presiones excesivas que
pueden causar dafos serios a tuberias
y mecanismos hidraulicos, tales como
rupturas, colapsos por vacio, etc., sin
considerar otros efectos que también
podrian generar costos humanos,
materiales y financieros, incluyendo
problemas sanitarios (Le-Chevallier et
al., 2003). Dentro de las investigaciones
realizadas se destaca el trabajo realizado
por Padmanabhan et al, (2005),
enfocado hacia el uso de el método de las
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caracteristicas combinado con estudios
de elementos finitos o diferencias finitas.

Il. DESARROLLO DEL MODELO
MATEMATICO

A. Formulacion del problema
Se busca establecer un
matematico que permita simular
el fendmeno del golpe de ariete
involucrando mecanica de los fluidos
y matematica avanzada (Carbonell, et
al., 2006). El modelo real se basa en las
ecuaciones de balance de masa, cantidad
de movimiento y de energia, por lo cual
se hace necesario hacer un estudio
detallado de cada una de estas variables.

modelo

1) Objeto del modelado

Simular el fendémeno del golpe de ariete,
caracteristico de un flujo no permanente
de liquidos, el cual se presenta en las
conducciones cerradas cuando se altera
bruscamente el caudal (Carbonell, et
al., 2006). Consiste en la aparicion de
movimiento oscilatorio del fluido con la
correspondiente variacién ondulatoria de
la presion en gran magnitud. El ejemplo
mas claro de esta situacion es el cierre
brusco de un obturador o una vélvula en
una tuberia de transporte de liquidos,
los cuales estrangulan la corriente en un
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intervalo de tiempo tan pequeio que
puede ser considerado “cero”.

Basado en la modelacion de la interaccion
entre el fluido y la tuberia para el cual se
consideran como incégnitas a p = p(x,t) y
V =V (x,t) la presién y la velocidad de un
elemento de fluido. Una de las formulas
se deriva de la segunda ley de Newton,
suponiendo direccion horizontal del
movimiento:

L
"o pox 2D

(1)

Y la otra, de las ecuaciones de continuidad
aplicada a un volumen de control.

ap > aV
L="+p*a +_—=0
2T TP T

L,yL,involucran las siguientes constantes:
p es la masa por unidad de volumen.

(2)

d
K, el mddulo K:dz de elasticidad

volumétrico del fluido [z D es el didmetro
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2) Hipotesis

El modelo a desarrollar simulara el
fendmeno transitorio de golpe de ariete
considerando las siguientes condiciones
de frontera y de inicio:

Al momento del cierre: t=0; la velocidad
del fluido en la cafieria es:

y en la valvula se lleva inmediatamente
a cero.
La presion en la cafieria es:

— ¥k g*k
En el momento del cierre se produce un
aumento brusco de la presidn, segun la

teoria elastica: AP=p*a*Vjque serd
la amplitud de la onda de presion en la
cafieria, V(L,t)=0 para t>0. Adoptando los
valores propuestos por Carbonell et al.,
(2006) se tiene que:

Valor de celeridad de la onda:

de la cafieria. a=1200m/s
I I
Figura 1.
ESQUEMA PARA TEORIA INELASTICA
Ha
p=h.d
3 = S
D!x_‘:“z om é !n.ca H;
A |
Heot
(cte)
VIE
Fuente: & o
Aproximandonos 0 -
al golpe de ariete ok [ -\

mediante el método

de los elementos
finitos
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ene una longitud 7 = g00m
2Nkl tanque de agua tiene

MY se especifica en la

3) Caracterizacion del sistema

De acuerdo con Carbonell et al., (Inédito)
en la Figura 1, se muestra un sistema
ortogonal cartesiano, se representan
las presiones esperadas en funcién
del tiempo. En las abscisas se toma
como origen el valor de la presién en el
obturador un instante antes del cierre. Se
marca la variacion de la presién en puntos
situados en la seccidn del obturador y en
otro ubicado en la mitad de la longitud
del conducto.

Se tiene cierre rapido de una vdlvula
cuando el tiempo requerido para la
Ly to<2*_
obturacion a, es menor que el
transcurrido desde el inicio del fendmeno
hasta el primer retorno de la onda de
presién. Esto es: < 2. Los parametros
fundamentales son la velocidad del
fluido, la presion interna del conducto
y el didmetro de la tuberia, durante el
periodo de tiempo que dura el ciclo del

4L
proceso que es T=7. Donde el valor de
la celeridad de la onda estd acotada por
la velocidad del sonido en el medio fluido
es a (Carbonell, et al., 2006).

Partiendo de las expresiones 1 y 2 se
obtiene la siguiente ecuacion

L=L,+AL,=0 (3)

la cual se verifica para cualquier valor real
de A.

A=+ L dx

" “@r

Si en particular Pra ysi g
la ecuacion (3) resulta:

=*a

Lesprit Ingénieux

dv . 1 *fV‘V‘:O
dx  p*a 2*D

(4)

que es valida solamente para las

condiciones antes mencionadas.

4) Simplificacion e idealizacion del

sistema

Al derivar la ecuacion de la segunda ley de
Newton y la de continuidad se obtiene:

oy _o*v 19*p, 0
OX Jx p gyl Ox

44
2D

=0

0
ot 52 Jtox
friccion.f =0
v _ 19%p
Mx P g2
_82§+,0*a2 —l—azg =0
ot P ox
aLP —g2* a2p
or? ox2
0*p_ 2.0%p
or2 ox2

Para simplificar el ejercicio se realiza un
proceso de sustitucién de la variable
aceleracién por una constante con valor
1 de la siguiente forma:
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2
0 1 92
u(x)= u(x)
8x2 02 axz (5)

Sustituyendo t por x en la funcion de u
respecto a x, se tiene que:

—u(t)———u(t)

2
d 1 92
—5 ) =———-u(f)
02 T 22

Igualando este ultimo valor en la ecuacién
(5), se tiene que:

2
0 1 92
—u(t)= u(x)
atz 02 ox2

Figura 2.
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Simplificando el valor de la constante (c?),

se obtiene:

82

u(t) = u(x)
a2

Sustituyendo u por p, en funcién de x,t
en los dos lados de la ecuacion anterior
obtenemos la ecuacion general para el

sistema asi:

2

0 92

_ t:_ X
&2MJ axzp()

Esta sera la ecuacion general

B. Representacion matematica.

Haciendo un mallado del espacio [0, L],
dividiéndola en n partes de ancho Ax y

MALLA X-T PARA EL METODO DE LAS CARACTERISTICAS

L

16 p 5 W . 4 1
1 F |
L] '
25f P 3 + J
- 4 ¢ + i -
P= s o ow - ccfma omi pm cm omam
aEF o A4 - - .
1
B
of i - . |
4 A dieles o L
Ak : i
iH ] ic 1 £

que
representa el sistema de Golpe de Ariete.

95

F

Fuente: Aproximandonos al golpe de ariete mediante el
método de los elementos finit



= A a,—en-lospuntes—ae K
\ c de la Figura 3 se cumple 2 ;
: :§ Normalmente estas =D
¢ ;))))E)\) san en funcion de la 1"'76
,=E==-r—;;.« OELr '/) el caudal segun las

= - ntegrando las ecuaciones
(4), enun trlangulo del mallado x-t, desde
A a P, y desde B a P, segun Figura 2, se
obtienen las relaciones que determinan
el caudal y la altura piezométrica del K:2.7O4*109.£
punto P en el tiempo t, en funcién de m2
los valores correspondientes a los nodos
laterales, Ay B en un tiempo anterior.

La densidad del agua es p=1000; su
madulo de elasticidad:

Al derivar las dos ecuaciones anteriores
se obtiene la ecuacion de la onda para la
presion:
1) Identificacion de las teorias
fundamentales

Para el modelamiento de este problema

se consideraran las siguientes teorias:

Estoen0<x<1,t>0
Derivada de la segunda ley de Newton

(suponiendo direccidn horizontal) 2) Derivacion de relaciones
La derivacién de relaciones se lleva a
/ _ oV 1aop fVV] cabo para realizar una comparacidn
"ot pox 2D entre método de caracteristicas y el

método de lineas considerados para el
desarrollo de este ejercicio. El método de
caracteristicas considera la elaboracién
) Y de un mallado o grilla de espacio [0, L]
L,=""+p*a’ +ET:O dividido en n partes iguales, obteniendo

N para diferentes tiempos las funciones
LlyL2involucranlassiguientescontantes: de presién y velocidad en funcién

p es la masa por unidad de volumen, Kes  de| espacio, las cuales representan el
el modulo de elasticidad volumétrico del  valor de la presién y la velocidad en un
fluido: espacio x determinado, en un tiempo “t”
determinado. Para las condiciones del
_du problema planteado en la hipdtesis se

dp tiene que:

P

Ecuacion de continuidad aplicada a un
volumen de control

P(L,0) =3.36%exp(10)
D es el didmetro de la caferia. “E” es

el médulo eldstico del material que Para O0<x<L

compone el conducto, “e” es el espesor

de la pared del conducto, “f” es el factor Ip((L,0)) 3 36*exp(107) ~329200
de friccion de la pared. La celeridad de la =

., ) . ¢ h
onda de presion en el medio del fluido es J —
“a”, donde: a
96 Lesprit Ingénieux Pablo Andrés Gil Leguizamon - Julian Rodrigo Quintero Gonzalez.




p(x,0)=32900
Para 0<x <L

Ip(x0) _
ot

Dividiendo el intervalo [0,L] en n partes

iguales  considerando ademas un
incremento en el espacio, se tiene que:
h=Ax
L
Ax==

Para poder simplificar eri método, también
se debe considerar que:

a
3) Normalizacion de relaciones
Entonces:

h:Ax:—6Ogm =75m
At_ 75m

—W20,0625seg

De acuerdo con lo anterior, para el diseiio
de la grilla se considerara en el eje “x” a
la longitud de la caferia (L=600m) dentro
de la cual se tendrdn 8 nodos espaciados
cada 75m (Ax). De la misma forma para
el eje “y” se tendra el tiempo (t=0,5seg)
dentro del cual se encontraran 8 nodos
espaciados cada 0,0625 seg (At). De
esta forma se conformard el mallado
para el desarrollo del método de las

caracteristicas.

C. Analisis matematico

1) Analisis mediante series de Taylor
(Solucién ecuacion general)

De acuerdo con la ecuacion de la onda,
en la cual se consigue que la constante
de aceleracion sea igual a uno para

Modelamiento Matematico del Golpe de Ariete
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simplificar el tratamiento del ejercicio, se

tiene que:

Ip
ot
Ahora bien, a partir del método de series

de Taylor y diferencias finitas propuesto
por Zill (1997), se tiene:

az
(x,1) = an (x.1)

fEa—xp) , f"(pHr=xp)>
j i

=1 )+ .

De esta forma, y despejando el valor de |a
segunda derivada, se tiene que:

f0)=f(g) | f'0)x=x0)>
o3 )

f'l(x(

Considerando la funcién de la presion
respecto del tiempo en un punto
determinado i P(xi,t), se tiene que:

Plx;,t}=P:(®)

Reemplazando el valor de la funcion de
presion se obtiene la siguiente ecuacion:

d*P)_KO-R{t] Blo]t—1)

(t—to )2 (t—to )2

(6)

Ahora se requiere determinar el valor de
Pi’(t). Para esto se tiene que:

fxO X=X

R

Despejando f’(xo0), se obtiene:

y

p
y =

=



Pl)-Fy1,

l‘—tO

B (0)=

Reemplazando los valores de P(xi,t) = Pi(t)
y Pi’(t) en la ecuacién (6) y considerando
0<x<1,t, se obtiene que:

HYL ‘;o]
o)

> _F_0-F@© BBty [t=1)

a*p0)_BO-Byy)
dr? h?

2 2 2

d h 24—

/ h (t to)
d*P(t)_P_{0=Fy®) Bl-P 0
dt? K W

Empleando diferencias finitas se obtiene
la siguiente aproximacion de la ecuacién
diferencial, la cual se encuentra en forma
discreta:

d*P(0)_P_j(0=2* B+
dr? 2

(7)
2) Generacion de sistema de ecuaciones
La aplicacion de la ecuacién genera n
ecuaciones con incégnitas, donde Pi(t)
es una aproximacion a pi(t). El error

cometidoes 9( )

El sistema de ecuaciones equivale a la
siguiente ecuacion matricial:

P'=4*P+B

98
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+B

dz2 '

by

Teniendo en cuenta la aproximacion de la
ecuacién diferencial representada en la
expresion de forma discreta.

d*P(@) _P_|(0=2*B®)+P ()

dt

h2

Y considerando 1 <i < n, se tiene que:

Parai=1

Para i=2

0 _RO=2RO+Py(0)

dr? h?

d* Py (1) _RO-2P, 1)+ Py(®)

d?P () _ Pa0-25,(0+ P,

a’t2 h2

Para i=n

0

dt2

72

De esta forma se conforma la matriz A*P

A*P=

PO(t)—2Pl(t)+P2(t) v 42
n2

Pl(t)—2P2(t)+P3(t) v 2
n2

By 0=25,04P, )

h2
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Extrayendo las constantes a y h, se tiene que:

Fy()=2P () + P55 (1)

ip@d  BO-2P0O+P0

P, _ (D=2, O+, (D)

2 1 0 0 0 0 0 0 0]

1 =2 1. 0 0 0 0 0 0

O 1 -2 1 0 0 0 0 0

|0 0 1 -2 1 0 0 0 o0
A*P:“—z*o 0O 0 1 -2 1 0 0 0
lo 0o 0o 0 1 -2 1 0 0

O 0 0 0 0 1 -2 1 0

O 0 0 0 0 0 1 -2 1

0 0 0 0 0 0 0 1 -2

Como ya se determind en la secciéon de normalizacién de relaciones, h es igual al
cambio en el espacio dentro del mallado (Ax=75m) también se conoce que a es igual
a la celeridad (1200 m/seg), remplazando estos valores en la matriz anterior, se tiene:

(=512 256 0 0 0
256 =512 256 0 0
0 256 =512 256 0
0 256 =512 256 0
0 256 =512 256
0 256 =512 256 0
0 0 256 =512 256

0 0 0 256  —-512 256
0 0 0 0 256 —512]

S O O

0
0
0
0
0

oS O O O O

0
0
0
0
0
0
0

S O O O O O
S O O O O
S o o O

Ahora, para conformar la matriz Pi(t)=P presente en la ecuacién 1.1.3.2.1, se tiene

en cuenta el mallado en el eje “y” correspondiente al tiempo t considerando n+1

nodos espaciados cada 0.0625 segundos hasta completar 0.5 segundos en la escala /
de tiempo. Se obtiene que: //

e
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256PZ De forma analoga, se obtiene la matriz B, la cual
2565 se calculé multiplicando la constante (a%/h?=256)
B= 256P4 por cada una de las presiones para el mallado.
256P Conociendo los valores de P”, A, P=J y B, se resolvio
256P5 la ecuacion P’=A*P+B para la cual se obtuvieron
256P6 los siguientes valores, estos fueron aplicados a la
. 7 ecuacion (5) con el fin de identificar las presiones a
0.5000 256P8_ través de la cafieria:
S S 0 0 0 0 0 0
128 256
L 1L 1 95 9o 0o 0o 0o o
256 128 256
0 bt o o0 0 0 0
256 128 256
o o - 1 1 o 0 0
256 128 256
P'= 0 0 0 S 0 0 0
256 128 256
o o o o L L L
256 128 256
1 1 1
0 0 0 0 0 -
256 128 256
o o 0 0 0 o0 b1
256 128 256
o o o o o o o L 1
256 128 |

D. Interpretacion y evaluacion de
resultados

1) Calibracion del modelo y Validaciéon
del modelo

Aplicando la ecuacién (7) simplificada,

d*P (1)
L =P @©-2P(0O)+P (1)
a2 i—t i i+1

Se determinan analiticamente los valores
de las presiones en el vector del lado
derecho de la ecuacion 1.1.2.3.26 para
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cualquier tiempo t, 0 <t £ 0.5 segundos.
Se obtiene:

[Fy| [0.01950]
A | 10.02340
Py 1 10.02340
P31 10.02340
Presion=|Fy |=10.02340
Pyl 10.02340
Pel 10.02340
P51 10.02340
13| 10.15625]
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Para el modelado de la superficie
resultante del mallado en el método
de las caracteristicas considerado para
el andlisis del fendmeno del Golpe de
Ariete, se emplea el programa MatLab.
Se hace la consideracion de una grilla
compuesta por 8 nodos espaciados
0.0625 segundos entre si, con lo cual se

Modelamiento Matematico del Golpe de Ariete

obtiene una superficie en funcién del
tiempo en un rango 0 <t < 0.5 segundos.
Seempleanlossiguientes comandos: [X,Y]
= meshgrid(0:.0625:0.5); Z = peaks(X,Y);
meshz(X,Y,Z), de lo cual se obtiene la
siguiente superficie que representa el
cambio de presién a lo largo de la caieria
en el tiempo t (Figura 3).

Figura 3.
VARIACION DE LA PRESION A TRAVES DE LA TUBERIA EN EL TIEMPO T.

Fuente: Los autores
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- CONCLUSIONES

Los autores del articulo se ven en la
necesidad de simplificarvarias ecuaciones
(newton, onda, y discreta) con el fin de
hacerlos mas practicos y entendibles, con
ello estadn discriminando variables como
la friccidon y la aceleracion, variables que
si se incluyen en el sistema aumentarian
su complejidad y andlisis matematico.
No obstante, dentro del mismo articulo
se evidencian imperfecciones en
la ecuacién discreta y onda ya que
suprimen la aceleracion, constante que
es reasignada al sistema en la expresién
matricial. Finalmente los coeficientes
extraidos de la expresion discreta arrojan
valores positivos, sin embargo, durante la
simplificacion del sistema se identificé el
coeficiente 2 como negativo.

Las presiones varian en funcion del
tiempo en cada uno de los puntos
considerados a lo largo de los 600 m. de
cafieria, las cuales, empleando el método
de caracteristicas planteado en el articulo
forman una superficie que representa la
variacion de la presidn en el sistema.

En el tiempo t=0, las presiones se
mantienen mas o menos constantes, sin
embargo, al variar el valor del tiempo “t”,
las presiones también varian respecto al
tiempo inmediatamente anterior en cada
uno de los puntos dentro de los 600 m.
de longitud de la cafieria.

Para la variacién de presidon contra la
valvula respecto al tiempo se toma como
linea base la que corresponde a la presion
del fluido en la caferia al momento de
producirse el cierre.

La diferencia resultante de sustraer a
dicha presion, el valor calculado nunca
puede ser inferior al que corresponde
al vacio absoluto, presion cero, por
lo que queda determinado este valor
como el minimo absoluto, situacién que
concuerda con los valores calculados
para las presiones.

102
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