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Abstract

The current abstract presents both, the definition of
Lyapunov exponents applied to an autonomous nonlinear
time-continuous system, and a recommended technique
to measure such set of exponents (spectrum) with the
aim of detecting limit or chaotic cycles in a BJT transistor-
based Colpitts oscillator circuit. Starting from the Ebers-
Moll model-based BJT transistor, the state equations that
rule the circuit were presented; then, a numerical case of
study was adopted and through a mathematical simulating
program, the proposed methodology was applied in
order to determine Lyapunov spectrum of oscillators. The
outcomes obtained evidenced the existence of chaos for
some sets of values of the parameters of the circuit

Keywords — Chaos, limit cycles, Lyapunov Exponents,
Colpitts Oscillator, Autonomous Systems




0s exponentes de Lyapunov se han

utiizado ampliamente en ingenieria,

como una herramienta para el estudio
cualitativo de la estabilidad de un sistema de
tiempo continuo o discreto, como por ejemplo
en el andlisis funcional de circuitos osciladores
de autoarranque presentes en una gran gama
de equipos de telecomunicaciones. Los
circuitos osciladores como el tipo Colpitts
son en esencia sistemas autbnomos no
lineales, que debido a su numero de variables
de estado (mayor o igual a 3) pueden
presentar  comportamientos  dinamicos
insospechados como la existencia de ciclos
limites o de caos, que se pueden predecir de
antemano mediante el espectro de Lyapunov
del sistema en cuestion. En el presente
articulo se ilustra de forma clara y concisa
la definicion de exponentes y espectro de
Lyapunov, y la incidencia de los valores del
espectro en la estabilidad del sistema, luego
se presentara la técnica de ortonormalizacion
de Gram-Schmidt para la estimacion
numérica de todos los exponentes; y por
ultimo se ensefnara el espectro de Lyapunov
de un oscilador Colpitts y el comportamiento
de dicho espectro para diversos valores de
los parametros del circuito, en particular se
verificara la existencia de caos presentes en
las sefnales eléctricas del circuito.

Los exponentes de Lyapunov se utilizan
para cuantificar la tasa de divergencia
o0 convergencia de dos soluciones que
difieren en sus condiciones iniciales en una
perturbacion infinitesimal [1].

dx(t) _

Sea T—F(ﬂ x(0)=x son x(t) e R"

Un sistema de n-ecuaciones diferenciales
autbnomas de n-variables de estado con
condiciones iniciales. Sea x(¢,x,) la solucion
de (1), si se aplica una pequefa perturbacion
Ax ala condicion inicial se obtiene una nueva
solucion x(¢, x, + Ax,) , y mediante series de
Taylor se puede verificar que la distancia o
error entre las dos soluciones debe cumplir
que:

Ax(1) = x(t,x0 + Axg) = x(t, x) = J, (x(1,x0) Axg 2

Donde Iy, (x(¢,xy) es el Jacobiano de la
solucion evaluado en (xy,?).

Por lo tanto, la norma euclidea que rige
a la separacion de las dos trayectorias sera
igual a:

xo]= P, ezl |=tim, ., A 3

Donde 4, e R se define como el maximo
exponente de Lyapunov. A partir de (3) se
puede definir matematicamente A

Lf,otxtr,xnnlllmll] .

Si 4, > 0 entonces la separacion o error entre
las dos trayectorias cercanas (soluciones)
aumentara en el tiempo indicando la presencia
de Caos en el sistema dinamico, de lo
contrario, si A <0 las trayectorias cercanas
convergeran a medida que transcurre el
tiempo lo cual implica la existencia de un
atractor o de un punto de equilibrio estable.

R1 =1h11r—ﬂm|:limim—>ﬂ %

En general, si se considera una hiperesfera
de dimension n que contiene en su interior a
las condicion iniciales x, y Xo +Axy en £ =0
entonces el comportamiento del sistema
no lineal se encargara de deformar dicha
hiperesfera en un paralelipedo a lo largo de
sus ejes principales (€1,85,83, 58, (s Y
las tasas de expansion o compresion del
paralelipedo en la direccion de estos ejes se
definen como los exponentes de Lyapunov
{11,/12,23,-~-,1,,}em del sistema de
ecuaciones diferenciales [2].

Un sistema no lineal de tiempo continuo
con 4 variables de estado, como por ejemplo
un oscilador Colpitts, puede exhibir los
posibles comportamientos listados en la
tabla | segun los valores que presenten sus
exponentes de Lyapunov [1]:

TABLA |
COMPORTAMIENTO DE UN SISTEMA
DINAMICO SEGUN LOS VALORES DE LOS
EXPONENTES DE LYAPUNOV

Exponentes de Lyapunov Tipo de

Comportamiento

Punto de
A4, <0,4,<0,4;<0,4, <0

Equilibrio Estable

A =0,{2y, A3, 24} <0

o

A=0,2,=0,{3, 2,}<0 | Giclo Limite
0 Estable

MH=0,2,=01=0,4,<0

4>0,4,=0,4;<0,4, <0
0 (Caos)
Hipercaos

4>0,4,>0,4,<0,4, <0

Atractor Extrano
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La metodologia empleada para calcular
los exponentes de Lyapunov se expone de
forma clara por Benettin y Shimada [2], [3],
[4].

Al derivar la expresion (2) con respecto a ¢
se obtiene el siguiente resultado:

dilt,x, +Axy)  dx(t,x) _d
=—J (1,
dr dr o WL DAY, 4

LLa expresion (3) se puede reescribir usando la
expresion (1) asf:

Pt +8) - F(6 )= S0, (60,0085 4

Al linealizar la expresibon que rige a
F(x(t,xy+Axy) alrededor de F(x(¢,x,) :

Fot, vy +4))= FOrlt TP, ) B + ) -, 3)) 5

Al reemplazar la expresion (5) y (2) en (4) se
llega al siguiente resultado:

4 ) =R Y (1 3) S 0x) =1 6

Las expresiones (1) y (6) conforman un
conjunto de ecuaciones conocidas como las
“ecuaciones variacionales” del sistema.

Sea  Uy=luuy,uy,u,JeR"  n— vectores
ortogonales que representan las
perturbaciones normalizadas a las que se
somete la condicion inicial, entonces la
deformacion de los vectores U, por causa
de la dinamica del sistema cuando ¢=T
se calcula a partir de la solucion de las
ecuaciones variacionales y usando (2):

U(T)ZJXO(X(T,xO) U, 7

Al aplicar el algoritmo de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt al conjunto de vectores U,
, Se obtienen un conjunto de n — vectores
ortogonales que conservan las propiedades
de expansion y compresion del hiperelipsoide
spn— Y otro conjunto de n-vectores
ortonormales, ¥, . Al resolver de forma
iterativa para todo k=t ={k+1)T ke N
las ecuaciones  variacionales observando
que J (kT x,)=Vgr) y calculando los
vectores 'bwnW(m’Vtm }, entonces los n -
exponentes de Lyapunov se pueden calcular
asi:

) 1 & .
;'L“ =Lim " E ; 1n||uﬂ ]{.&r'}"z 8

k

En la figura 1 se ilustra el circuito
basico de un oscilador Colpitts en Base
Comun propuesto en [5] y [6] con algunas
modificaciones en la red de polarizacion:

+V .
[
J% R
i_\ g r
Ve
Ry " C
] i, —
47 | }\A CZl 2
iB
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Fig. 1. Circuito oscilador Colpitts en Base Comun.

Donde L[Henrio], o [Faradio], C, [Faradio]

son la inductancia y los capacitores que
conforman la red de realimentacion del

circuito, R,[Q] esla resistencia de emisor que
hace parte de la red de polarizacion por fuente
simétrica cuyas fuentes de alimentacion

de DC son V¢ [V] y -Vg [V], rsle]es la
resistencia serie equivalente conformada
por la resistencia del colector de la red de
polarizacion y la resistencia interna de la

inductancia, y R,[Q] representa la resistencia
de contacto presente en la base del transistor
BJT en serie con la resistencia de la base
que hace parte de la red de polarizacion por
fuente simétrica.

Al reemplazar el transistor por su modelo
equivalente de Ebers-Mdll en la banda de
paso [7], se obtiene el circuito equivalente
presentado en la figura 2.



o Vg —w
; Donde g =I_g£[eﬁ_jf —1} € i =Isc|:eﬁcpr _1] ’
son las corrientes que fluyen por los diodos
; presentes en las junturas base-emisor
=l L base-colector del transistor en [4], I e [AT

son las corrientes de saturacion inversa de
las junturas base-emisor y base-colector
en [A] Nry Nc son los coeficientes de
excitacion de dichas junturas, apy ap son
Ver las ganancias de corriente directa e inversa
del modelo del transistor, {vB,vC,vE} son los
voltajes de los nodos base, emisor y colector
del transistor BJT en [V] y {vCl,vcz}son los
voltajes de los capacitores presentes en el

circuito.
_y Al aplicar la técnica de resolucion de circuitos
= de voltaje de nodos y al tener en cuenta
Fig. 2. Gircuito equivalente de un oscilador que V¢ =Vg Y Vg =Vg, se obtiene el
Colpitts en Base Comun, que se obtiene siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

al reemplazar el transistor por su modelo

equivalente de Ebers-Moll. autonomas no fineales:

L

I

Cl?"C2*"m?>" 8

Los coeficientes {A,B, C,D} dependen de las ganancias de corriente del
transistor, de las corrientes de saturacion inversa y de los condensadores
presentes en la red.

Para determinar el espectro de Lyapunov del oscilador tipo Colpitts en
base comun, se procedié a implementar un circuito de prueba a nivel de
simulacion computacional con las siguientes caracteristicas:

Los parametros del transistor BJT empleado (2N2222) tiene las siguientes
caracteristicas:

ap =0996107434799532, a, =0.858996051889452, Iy =14.34FA],
Iy =16628924642442fA ], N =1.307, N, =2, ¥, =0.025f].

Las resistencias de la red de polarizacion son iguales a R = IOO[Q],
R, =1 {;{ﬂ] y laresistencia de contacto de labase esiguala R, =1 ({ﬂ]
Las fuentes de alimentacion de DC son iguales a Ve =Vy =5[V].

En el SPICE se implementé el circuito ensefiado en la figura 2, pero sin

los capacitores e inductancia, con la finalidad de determinar la solucion
de equilibrio del sistema y los resultados obtenidos fueron los siguientes:
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Ve Q= 45887 ] VEQ = -0.86230]], VBO = —160.4[uV ],
VCIQ=VEQ, V(20 =VCQ-VEQ .Im@ =4.122mA].

En el programa Matlab se implementé el
algoritmo de ortonormalizacion explicado en
la seccion Il con un periodo igual a 7 =1[uS]
y un numero de iteraciones igual a 1000 , con
la finalidad de estudiar el comportamiento
de los exponentes de Lyapunov del circuito
osciladorenfuncionde C; y L ,usando como
parametro la inductancia L que se ajusto en
los valores {020,30,40,50,60,70,8090,100 Ju].

El sistema de ecuaciones variacionales (8) y (6)
se resolvié numéricamente usando la técnica

de resolucion de ecuaciones diferenciales
ode45 con un paso de integracion igual a
l[z‘i ] . Para probar la efectividad del programa
implementado, se procedid a calcular el
exponente de Lyapunov A, del circuito
oscilador Colpitts en base comun propuesto
por Kvarda [5], y efectivamente el resultado
obtenido fue similar al documentado:
A1 gstimapo = Mk vara = 40000 ~ 60000 .

En lafigura 3 seilustra en particular el espectro
de Lyapunov (graficas de {11,12,/13,14}
en funcion de los capacitores C; y C, del
circuito oscilador Colpitts) para L =100

, obtenidos a partir de la simulacion
implementada en Matlab.
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Fig. 3. Espectro de Lyapunov para L = IOOLuH]: a. Maximo exponente de Lyapunov en funcién de C; y C, , gréficas
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b, cy d: Exponentes (2, 3, 4) de Lyapunov en funcién de C, y C, .

Los resultados de la simulacion indican que los exponentes de Lyapunov son
negativossi L <D [yH] lo cual implica que el punto de equilibrio seleccionado es
estable y las sefiales eléctricas del circuito convergeran en el tiempo hacia dicho
punto estatico sin importar los valores de, 'y . En particular si L = 100[/,{[‘[]
, entonces los exponentes {’12”13’146}/7”0 , pér]o el exponente principal de
Lyapunov A4, exhibira valores positivos y negativos, segun la region del plano
C, —C, elegida: De la figura 3 gréfica “a” se puede notar la existencia de una
subregion aproximadamente entre 0 [lF ]s C <D [F ] y 0 [lF ]S C <8 [E ]
donde el principal exponte de Lyapunov es positivo, ilustrando la presencia de



caos en el circuito; pero si C; y C, no pertenecen a dicha subregion del
plano, 4, <0, indicando la existencia de soluciones periddicas (sefiales
eléctricas periddicas o cuasi - periddicas) o de soluciones de equilibrio
estables.

El espectro de Lyapunov por lo tanto presta un invaluable servicio en el
disefio de osciladores Colpitts y en general de otros circuitos electrénicos
osciladores no lineales con ecuaciones de estado de 3 0 mas variables,
puesto que ilustra la existencia de regiones donde las soluciones del circuito
pueden ser de equilibrio estable, oscilatorias periddicas o en el peor caso
cadticas, resultados imposibles de predecir a partir del andlisis estandar de
vectores y valores propios del sistema electronicos linealizado alrededor de

un punto estatico [9], [10].

Aungque el espectro de Lyapunov no
se determind para una gran cantidad
de inductancias y capacitancias, hasta
el momento con la evidencia obtenida
(espectros obtenidos mediante simulacion)
no ha sido posible determinar la existencia
de Hipercaos en este tipo de circuitos
electronicos (presencia de exponentes de
Lyapunov con {Al,ﬂz}> 0); sin embargo se
procedera a continuar analizando el espectro
de Lyapunov para regiones mas grandes del
plano cartesiano C, —C, — L, con la finalidad
de detallar de una forma mas completa la
dinamica del circuito oscilador Colpitts en
base comun.

El calculo de los exponentes de Lyapunov
de un circuito oscilador Colpitts, ilustra
claramente el grado de complejidad de estos
tipos de sistemas electronicos, y demuestra

claramente que la metodologia estandar de
andlisis de sistemas no lineales (andlisis del
circuito alrededor del punto de equilibrio
mediante linealizaciéon) no es suficiente para
la compresion cualitativa de las soluciones en
el tiempo de la red electrénica. Por lo tanto se
sugiere a partir de los resultados obtenidos
y presentados en este articulo, que en el
proceso de disefo de osciladores Colpitts
empleando las aproximaciones lineales
estandar de la literatura electrénica [7] [8], se
proceda a hallar el valor de los exponentes
de Lyapunov, para verificar de forma certera
cual tipo de solucion cualitativa presentara el
circuito, y asi evitar la aparicion de caos en la
salida del oscilador a partir de una seleccion
adecuada de componentes eléctricos
pasivos, en aplicaciones donde se empleara
el equipo como generador de portadora con
baja distorsion armaonica.
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Programa implementado en el Matlab para
calcular el Espectro de Lyapunov del Circuito
Oscilador Colpitts.

clear all
clc
iter=1000; step=1e-9; T=1E-6; L=50E-6;
fori=1:10
for j=1:10
C1=i*10e-9; C2=j*10e-9;

VCQ=4.588; VEQ=-862.39E-3;
ICQ=4.122E-3; VBQ=-160.4E-6;

VC10=VEQ; VC20=VCQ-VEQ;
IMO=ICQ;

delta=0.08;

x11=VC10+delta; x21=VC20;
x3I=IMO; x41=VBQ;

ul=[1;0;0;0];
u2=[0;1;0;0];
u3=[0;0;1,0];
u4=[0;0;0;1];

wil=ut;

vi=(1/norm(w1))*w1;

w2=u2-dot(u2,v1)*v1;
2=(1/norm(w2))*w2;

w3=u3-(dot(u3,v1)*v1)-
(dot(u3,v2)*v2);

v3=(1/norm(w3))*w3;

wé=u4-(dot(ud,v1)v1)-
(dot(u4,v2)*v2)-(dot(u4,v3)*v3);

4=(1/norm(w4))*w4;
uO=[u1,u2,u3,ud];
$1=0; s2=0; s3=0; s4=0;
for k=0:iter

ode=@(t,x)variacionalC2(t,x,C1,C2,L); [t,x]=ode
45(ode, [k Tistep:(k+1)*T],[x11;x21;x3l;x41;,v1 (1);v
1(2);v1(3);v1(4);v2(1);v2(2);v2(3);v2(4);v3(1);v3(2)
V3(3);v3(4);v4(1);v4(2);v4(3);v4(4)],0pciones);
[N,Le]=size(t);

phi=[x(N,5) x(N,9) x(N,13) x(N,17);x(N,6)
X(N,10) x(N,14) x(N,18);x(N,7) x(N,11) x(N,15)
X(N,19);x(N,8) x(N,12) (N16)x(N,20)];

u=phi*u0;
wi=u(;,1);

*,

v1=(1/norm(w1))*w1;
w2=U(:,2)-dot(u(:,2),v1)*v1;

wW2;
,3),v1)*v1)-(dot(u(;,3),v2)*v2);

2=(1/norm(w2)
w3=u(:,3)-(dot(u(:

—_ =

*,

3=(1/norm(w3)

wé=u(:,4)-(dot(u(:
(dot(u(:,4),v3)*v3);

=

w3;

,4),v1)*v1)-(dot(u(:,4),v2)*v2)-

=
—

4=(1/norm(w4))*w4;
x11=x(N,1); x2I1=x(N,2); x3I=x(N,3); x41=x(N,4);

=

e1=log(norm(w1));
s1=s1+ef;
e2=log(horm(w2));
§2=82+€2;
e3=log(norm(wa));
$3=83+e3;
ed=log(norm(w4));
s4=s4+e4;

end

E1(,j)=s1/((iter+1)*T),E2(i,j)=s2/
((iter+1)*T),E3(i,)=s3/((iter+1)*T),E4(i,j)=s4/
((iter+1)*T)

end

end
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